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X YZ[\]^_`[a]Z
bcd efdcghi jc klmmhnokgpoln gj qlk klnnckpcnp drlnpgnfm cnp josfecnpd dtdpum cd onvlem gpowhcd

qfpfelxuncd y zcd dtdpumcd { |}~�|~����{ dlnp jf�nod rgeplhp cp klnponhc��cm cnp jgnd � �cdrgkc cp jgnd �c
pcmrd y �gnd kc klnpcipc rgepokh �oce { � �cn�oelnncm cnp jc jfr�locm cnp { cnplhegnp �c dtdpum c onvlem g�
powhc { on�hcnkc �c dkqfm g j �onpcegkpoln jcd cnpopfd cp gsckpc gon do �cd kgegkpfeodpowhcd cp �cd vlnkpoln�
ng�opfd jh dtdpum c y bcd on�hcnkcd jc � �cn�oelnncmcnp jc jfr�locm cnp lnp dlh�cnp fpf oxnlefcd lh ecnjhcd
pegndrgecnpcd ������ jgnd �cd dtdpum cd onvlem gpowhcd k�gddowhcd y zcrcnjgnp { g�ck �g �cnhc j �cn�oeln�
ncmcnpd klmr�cicd kcd on�hcnkcd nc rch�cnp r�h d �pec oxnlefcd cp jlo�cnp �pec klndojfefcd jhegnp �g
rqgdc jc klnkcrpoln cp jc efg�odgpoln jh dtdpum c y zcppc kleef�gpoln cnpec �c dtdpum c onvlem gpowhc cp dln
cn�oelnncm cnp jc jfr �locmcnp g jf� � fpf dlh�c�fc rge b y zgejc��o jgnd �zge��� y �� jfmlnpec whc dc�ln � �cn�
�oelnncm cnp jc jfr�locm cnp ko� �c { �g klnkcrpoln jh dtdpum c josfeceg kge c��c ecrldceg dhe jcd � �� ��� ����
cn�oelnncm cnpg�cd josfecnpcd y �ge cicmr�c { �g klnkcrpoln j �hnc grr�okgpoln jgnd hn cn�oelnncm cnp jc ef�
dcgh �l kg� �b�� � dhrrldceg hnc kcepgonc �g�o�opf jcd �ocnd j �onpcegkpolnd cnpec �cd klmrldgnpd jodpeo�hfd y
zcrcnjgnp { �g m �mc grr�okgpoln jc�eg recnjec cn klmrpc jcd rel� �umcd �ofd � � �om refjokpo�o�opf jcd �ocnd
cp � ��omrlddo� o�opf jc klnpe �ce x�l�g�cm cnp ��cn�oelnncm cnp j �gxx�lm fegpoln jc efdcgh �¡���y zcko
o��hdpec �ocn whc �cd on�hcnkcd jc � �cn�oelnncm cnp jc jfr�locm cnp dhe �c dtdpumc jc�ocnncnp onklnplhe�
ng��cd jgnd �cd cn�oelnncm cnpd klmr�cicd ������ y ¢ y £gm�lnc��o cp ¤ y �gehng¥ jgnd �¢£��� dlh �oxncnp
fxg�cm cnp whc � �onpfxegpoln jcd on�hcnkcd jc � �cn�oelnncmcnp jc jfr�locm cnp jgnd �cd rqgdcd j �onxfnoceoc
cdp onjodrcndg��c rlhe �cd dtdpum cd j �onvlem gpolnd mljcencd y �c r�hd { o�d jfkeo�cnp whc�whcd relreofpfd
xfnfeg�cd jc kcd cn�oelnncmcnpd jc jfr�locm cnp ¦

§ �l kg�odgpoln ¦ bcd klmrldgnpd �lxokoc�d dlnp cifkhpfd jgnd hn cn�oelnncm cnp jf�om opf ¨
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C DE FGH HIHJKLGH LMNJOPQRGSJH
TUV VWVXYZUV Z[\X]^_`UaXV bcdef ghaV]iYjUaX [a VWVXYZ U ghZk[X_X]haaU\ ghZZU [a _`jl`_X ghmljUaX

i nUaX]XlV h[ opq rstu ov wa _`UaX UVX [aU UaX]Xl _[XhahZ U x[] _gghZk\]U VUV y[XV kjhkjUV Ua ]aXUj_`]VV_aX _zUg
i n_[XjUV _`UaXV UX Vha Uaz]jhaaUZ UaX {|} ~�� v �h[j \UV _`UaXV i]XV gh`a]X]�V \UV ]aXUj_gX]haV VhaX ghai[]XUV
� Xj_zUjV iUV Z UVV_`UV VlZ_aX]x[UV i n]aXUj_gX]ha ghZZU ���e e�T {���~�_� h[ ��dT {�e�~�� v TU
ghaXUa[ iU gUV Z UVV_`UV k U[X �XjU il�a] _zUg iUV haXh\h`]UV x[ ] ��UaX \_ VlZ _aX]x[U iUV ghagUkXV lgm_a`lV
i[j_aX \ n]aXUj_gX]ha v �U k\[V � \UV cde haX il�a] [aU ghaX]a[]Xl ghmljUaXU iUV ]aXUj_gX]haV Vh[V �hjZ U i n[a
i]_\h`[U UaXjU _`UaXV v �U i]_\h`[U kU[X �XjU Vk lg]�l _zUg iUV kjhXh gh\UV i n]aXUj_gX]ha XU\ x[U \UV kjhXh gh\UV
���e {���~�y� v d _\`jl VUV ghaXj]y[X]haV aha al`\]`U_y\UV kh[j il�a]j \UV ]aXUj_gX]haV UaXjU ghZkhV_aXV
]a�hjZ _X]x[UV � \�_kkjh gmU cde _ i[ Z_\ � ghaz_]agjU � [aU `j_aiU lgmU\\U v �a U�UX � k h[j \_ k \[k_jX
iUV VWVXYZ UV ]a�hjZ_X]x[UV h� \ nUaz]jhaaUZ UaX jUVXU V]Zk\U � \UV k_j_i]`Z UV g\_VV]x[UV � ghZZU \ nhj]UaXl
hy� UX � V[� VUaX \_j`UZUaX UX VhaX y]Ua _iZ ]V v �UkUai_aX � \UV Uaz]jhaaUZ UaXV Zhy]\UV UX iWa_Z ]x[UV XU\
x[U \UV Uaz]jhaaUZ UaXV [y]x[]VXUV k U[zUaX ghaVX]X[Uj [aU �jhaX]YjU jlU\\U UaXjU \UV k_j_i]`Z UV g\_VV]x[UV
UX \U k_j_i]`Z U cde kh[j \ n]a`la ]Uj]U iUV VWVXYZ UV ]a�hjZ _X]x[UV v � nUVX kh[jx[h] ah[V kUaVhaV x[U \UV
VWVXYZ UV [y]x[]VXUV iUzj_]UaX �XjU ghaV]iljlV ghZZU iU zj_]V g_V i nlX[iU UX i nU�k lj]Z UaX_X]ha kh[j \UV
cde v
C DC ���G L��ONG

TU ghiU Zhy]\U lX[i]U \UV VWVXYZ UV ]a�hjZ _X]x[UV � h� iUV ghZkhV_aXV \h`]g]U\V gm_a`UaX i nUaz]jhaaU^
Z UaX i nU�lg[X]ha i[j_aX \U[j gWg\U iU z]U v �hZZU i_aV \UV cde � \UV ghZkhV_aXV Zhy]\UV ]aXUj_`]VVUaX �
kh[j _gghZk\]j \U[jV y[XV v T_ ghZZ[a_[Xl i[ ghiU Zhy]\U V nUVX mU[jXlU j_k]iUZ UaX � \_ `UVX]ha iUV ]a^
XUj_gX]haV UaXjU \UV ghZkhV_aXV v waU iUV Vh\[X]haV _kkhjXlU � gU kjhy\YZ U UVX \ n]iUaX]�g_X]ha i n[aU UaX]Xl
ahZZlU nZ li]_ iU ghhji]a_X]ha n x[ ] ghaXj�\U UX ghagjlX]VU \UV ]aXUj_gX]haV UaXjU \UV UaX]XlV {�T�_ � �T�y� v
�_jZ ] \UV Z li]_V iU ghhji]a_X]ha ha kU[X g]XUj T]ZU {�d�~~� � �[Vgha {��~ � UX de�c {�T�y� v TU Zli]_
iU ghhji]a_X]ha UVX ihag [aU UaX]Xl U�XUjaU _[ VWVXYZ U _kk\]g_X]� ¡ ]\ �_]X k_jX]U iU gU x[U ah[V _zhaV
il�a] ghZZU \ nUaz]jhaaUZUaX iU ilk\h]UZ UaX v ¢h[V kjhkhVhaV iU `lalj_\]VUj gUXXU UaX]Xl Ua il�a]VV_aX
[a ZhiY\U i nUaz]jhaaUZUaX x[] il�a]X aha VU[\UZ UaX \UV ]aXUj_gX]haV UaXjU \UV UaX]XlV � Z _]V l`_\UZ UaX
\U[j Zhy]\]Xl UX \UV hyVUjz_X]haV z_\]iUV � UX ihag V[jUV � i[ jlV[\X_X iU \U[j g_\g[\ ]aXUjaU v
C D£ �QN¤MN L��ONG ¥�¦LGN

TUV ZhiY\UV �hjZU\V iU g_\g[\ ilgj]zUaX [a \_a`_`U iU kjh`j_ZZ_X]ha n�hjZ U\ nv TU λ
^g_\g[\ {dhj� �

UVX kjhy_y\UZ UaX \U k \[V ghaa[ UX lX[i]l iU gUV ZhiY\UV v d _\mU[jU[VUZUaX � ]\ VU \]Z ]XU VU[ \UZUaX _[�
_\`hj]XmZUV Vlx[UaX]U\V UX VX_X]x[UV v �Ug] _Z Ua_ \ n_kk_j]X]ha i n_[XjUV ZhiY\UV iU g_\g[\ x[] ]ag\[UaX iUV
ghagUkXV iU \ n]a�hjZ _X]x[U ZhiUjaU ghZZU \_ Zhy]\]Xl � \_ i]VXj]y[X]ha UX \_ Vlg[j]Xl v �_jZ ] gUV ZhiY\UV iU
g_\g[\ ha kU[X g]XUj \U

π
^g_\g[ \[V {d�} ~§� UX VUV ilj]zlV kh[j \_ `UVX]ha iU \_ i]VXj]y[X]ha �

π
{e¨~ � UX \_

Vlg[j]Xl c
π
{d©~ � ª eZy]UaX {�_j~~� UX \U |h]a g_\g[ \[V {�h[~ � v d ��

∗
_ihkXU [aU _kkjh gmU i]�ljUaXU Ua

il�a]VV_aX \UV ghagUkXV iU Zhy]\]Xl � i]VXj]y[X]ha UX ]aXUj_gX]ha ghZZU iUV kjhkj]lXlV Uaz]jhaaUZ UaX_\UV
UX aha g_\g[ \_Xh]jUV v
« ¬­®¯°±® ²³´µ¶¯®±

�UXXU VUgX]ha ]aXjhi[]X \UV ghagUkXV �hai_Z UaX_[� i[ ZhiY\U d ��
∗

� Xj_zUjV [a Vgla_j]h V]Zk\U
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Ô ÕÖ × ØÙÚÛÙÙØÜÝ ÞßàÚáâÜÝØãÛà Ûä ØãÛØÙáà
åæç èééêëìèíëîïç ðæ ðëçìñççëîï òêæìíóîïëôñæ òõñêæïí êæç ðëçìñççëîïç öæó÷èêæç øñõ èëïæç éèó ðæç õîùæïç

íæìøïîêîúëôñæç û üæ íùéæ ð ýèééêëìèíëîï è ðòþ ÿ ìîïïñ ñï ìæóíèëï çñìì�ç ðèïç êæ ìîïíæ�íæ ð ý�ïíæóïæí û �îñó
ê ýæïöëóîïïæõæïí ñ÷ëôñëçíæ � ê ýñíëêëçèíæñó ï ýæçí éêñç ìîïïæìíò ÿ ñï óòçæèñ ìæïíóèê � õèëç ðëçéîçæ ð ýñï éæíëí
èééèóæëê ìèéè÷êæ ðæ ìîõõñïëôñæó ðæ �è�îï èð øîì û åîóçôñæ êæç ñíëêëçèíæñóç çæ íóîñöæïí ÿ éóî� ëõ ëíò � ñï
óòçæèñ êî ìèê çæ ðò�ïëí çéîïíèïòõæïí æí ëêç é æñöæïí èêîóç òìøèïúæó êæñóç õ æççèúæç æí ðëçìñíæó ðæ ðë�òóæïíç
çñþ æíç û

Ô Õ	 
ä� àáÙ � 
ØÝáàâ�ÚáØÜÝ
å ýëïíæóèìíëîï æïíóæ êæç ðë�òóæïíæç æïíëíòç æçí ìîïðñëíæ éèó ê ýòìøèïúæ æ�éêëìëíæ � ���� ��� � ������������ û

üæç î÷þ æíç éîçç�ðæïí ïèíñóæêêæõ æïí ñïæ çíóñìíñóæ ðæ õîïî �ðæ û �ï æ�æí � ëê æçí éîççë÷êæ ðæ ðò�ïëó ñïæ êîë
ìîõõñíèíëöæ ðæ ìîõéîçëíëîï

+
û � ëï çë � ê ýî÷þ æí

a + b
çæóè ìîïçëðòóò ìîõõæ êè þ ñ�íèéîçëíëîï ðæç î÷þ æíç

ð ýëïíæóèìíëîï
a

æí
b
û åæ éóæõ ëæó éèç ð ýè÷çíóèìíëîï ôñæ ïîñç õ æïîïç ìîïçëçíæ ÿ ðò�ïëó ê ýî÷þ æí ð ýëïíæóèìíëîï

ïñê û üæìë çæ íóèðñëí éèó êè ðò�ïëíëîï ð ýñï òêòõ æïí ïæñíóæ
0

ìîõõæ î÷þ æí ð ýëïíæóèìíëîï û � èïç êæ çìòïèóëî
éóòçæïíò � êæç î÷þ æíç ð ýëïíæóèìíëîï óæéóòçæïíæïí êæç õ æççèúæç òìøèïúòç û åè óòìæéíëîï ðæ éêñ çëæñóç õ æççèúæç
çëõñêíèïòç æçí öñæ ìîõõæ êè óòìæéíëîï ð ýñï î÷þ æí ð ýëïíæóèìíëîï çîõõæ  ∑

o
û

Ô ÕÔ ! Ù" �Úà � 
ØÝáàâ�ÚáØÜÝ
åæç æçéèìæç ð ýëïíæóèìíëîï çîïí ðæç è÷çíóèìíëîïç ôñë óæéóòçæïíæïí ðæç êî ìèêëçèíëîïç î# ðë�òóæïíæç æïíëíòç

ëïíæóèúëççæïí û å ýæçéèìæ ð ýëïíæóèìíëîï æçí ñïæ æïíëíò èìíëöæ ôñë óòúëæ êæç ó�úêæç ð ýëïíæóèìíëîï æïíóæ êæç æïíëíòç û
� ìæ íëíóæ � æêêæ éæñí éèó æ�æõéêæ èêíòóæó êæç î÷þ æíç ð ýëïíæóèìíëîï òõ ëç û �èïç êæ çìòïèóëî éóòçæïíò ìøèôñæ
çñþ æí ðæ ðëçìñççëîï æçí ñï æçéèìæ ð ýëïíæóèìíëîï î# êæç èúæïíç øñõèëïç òìøèïúæïí êæñóç õ æççèúæç û �îñó
ëêêñçíóæó êè ïèíñóæ èìíëöæ ðæ ê ýæçéèìæ ð ýëïíæóèìíëîï îï éæñí ëõ èúëïæó ñïæ ìæóíèëïæ éîêëí ëôñæ ðæ úæçíëîï ðæç
õ æççèúæç òìøèïúòç û � ëïçë � êæç õ æççèúæç þ ñúòç ëïíîêòóè÷êæç çæóîïí çëõéêæõ æïí óòðñëíç ÿ ê ýî÷þ æí ð ýëïíæóèìíëîï
ïæñíóæ û åæç õ æççèúæç ìîïíæïèïíç ðæç �èñíæç ð ýîóíøîúóèéøæ çæóîïí ìîóóëúòç û üîïìæóïèïí êè õî÷ëêëíò ðæç
æïíëíòç � æêêæ æçí õ îðòêëçòæ ìîõõæ êè õî÷ëêëíò ðæç î÷þ æíç ð ýëïíæóèìíëîï ðèïç êæç æçéèìæç ð ýëïíæóèìíëîï û �èó
æ�æõéêæ � êæ ðòçëó ð ýñï ñíëêëçèíæñó ðæ éèóíëìëé æó èñ� ðëçìñççëîïç ð ýñï çñþ æí éèóíëìñ êëæó æçí ðò�ïë ìîõõæ
êæ õîñöæõ æïí ð ýñï î÷þ æí ð ýëïíæóèìíëîï ðèïç ê ýæçéèìæ ð ýëïíæóèìíëîï ðñ çñþ æí û � æ éêñç � ñï èúæïí éæñí $íóæ
éóòçæïí ðèïç éêñ çëæñóç æçéèìæç ð ýëïíæóèìíëîï æí óòèúëó ìîõõæ ñï íîñí ìîøòóæïí ÿ íîñíæç çæç ëïíæóèìíëîïç  
ìæìë ðò�ïëí çîï ñ÷ëôñ ëíò êîúëôñæ û

Ô Õ% & 'àÝáÙ
åæç èúæïíç éæó�îëöæïí æí óòèúëççæïí èñ� ëïíæóèìíëîïç æ�íæóïæç éèó ñï ìèêìñê êî ìèê æí ê ýòõ ëççëîï ðæ ïîñ(

öæèñ� î÷þ æíç ð ýëïíæóèìíëîï û üæç óòèìíëîïç çîïí ìîïçëðòóòæç ìîõõæ ðæç íæïíèíëöæç éîñó ëï)ñæïìæó ê ýñïëöæóç*êæç èñíóæç+ û üæç ëï)ñæïìæç çîïí æ�æìíëöæõ æïí öèêëðòæç éèó ê ýæçéèìæ ð ýëïíæóèìíëîï ñïëôñæõ æïí çë æêêæç çîïí
æï èðòôñèíëîï èöæì çæç ó�úêæç ð ýëïíæóèìíëîï êî ìèêæç û
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MIC∗
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=>?@ >@ A B?CAD?A EF G DHIAJJFJ
i K

LM MNOP
O(I×J) Q RPM SPTUQP VPS WXT YQQPS

(ai,j)(i,j)∈I×J

V RZQZT PMOS VP
O

OPQQPS [\P ON\S QPS
ai,j

SNMO
M\QS SX\W \M MNT U]P ^MY K _ P T `T P a NM MNOP

L Q RPM SPTUQP VPS WXT YQQPS
(mi)i∈I

a XbPc
mi ∈ Li

a OPQQPS [\P
mi = 0

SX\W dN\] \M MNTU]P ^MY K
LM d NSP PM^M e

A = O(I×J) ×O(I×J) ×L
VNMO QPS ZQZT PMOS SNMO Xdd PQZS >@ A?CJ fEA

MIC∗g K LM MNOP
out, in : A −→ O(I×J) PO

mem : A −→ L QPS O]NYS d]Nh PcOYNMS PO a d N\]
A ∈ A

a NM XddPQQP outA i]PSd K
inAj QX kHlCA E mno BJJBH? i]PSd K EA DnIAG CBH? j VP

A
PO

memA QX o no HBDA VP
A K LM dP\O PMcN]P d]Nh POP] e

out = (outi,j)(i,j)∈I×J

a
in = (ini,j)(i,j)∈I×J

PO
mem = (memi)i∈I K pY

A ∈ A
a NM Xdd PQQP outi,jA i]PSd K

ini,jAj QX kHlCA E mno BJJBH? i]PSd K EA DnIAG CBH? j EF G DHIAJJFJ
i

EA
A

E>?J = mAJG >IA
j

a PO
memiA

QX o no HBDA
EF G DHIAJJFJ

i
EA

A K
q rs t uv wxy z {|}~ w���~ � zx

MIC∗

�cY a MN\S XQQNMS cX]XcOZ]YSP] QPS ZbNQ\OYNMS VPS X�PMOS K
� �� �� � ����� ���

�MP D�@ =A EA o HF�Ao A?C PSO \MP XddQYcXOYNM
µ : A −→ A

bZ]Y^XMO e
��

µ
MP T N VY^P dXS QPS U N�OPS VP ]ZcPdOYNM MY QPS T ZT NY]PS e

in ◦ µ = in
PO

mem ◦ µ = mem �
��

µ
d]ZSP]bP �QNUXQPT PMO QPS U N�OPS V RZT YSSYNM V R\M d]N cPSS\S VNMMZ e

∀i ∈ I,
∑

j∈J

outi,j ◦ µ =
∑

j∈J

outi,j �
� � QPS U N�OPS VP ]ZcPdOYNM >G D�J o HF�Ao A?C V R\M d]N cPSS\S VNMMZ MP VZd PMVPMO [\P VPS UN�OPS VP ]ZcPd�

OYNM >�>?C o HF�Ao A?C V\ T `T P d]N cPSS\S e
∀i ∈ I, (outi,j)j∈J ◦ µ = (outi,j)j∈J ◦ µ ◦ (outi,j)j∈J �

� � QX ]��QP VP T N\bPT PMO PSO QX T `T P dN\] ON\S QPS d]N cPSS\S e
∀A ∈ A, ∀i, i′ ∈ I, (outi,jA)j∈J = (outi′,jA)j∈J ⇒ (outi,jµ(A))j∈J = (outi′,jµ(A))j∈J .

�X d]Nd]YZOZ S\YbXMOP PSO XQN]S YT T ZVYXOP e
� ��� ������� � �Q P  YSOP \MP cN]]PSdNMVXMcP UYh PcOYbP PMO]P QPS ]��QPS VP T N\bPT PMO PO QPS XddQYcXOYNMS
O(J) −→ O(J) K ¡ Q\S d]ZcYSZT PMO a \MP ]��QP VP T N\bPT PMO

µ
PSO PMOY�]PT PMO cX]XcOZ]YSZP dX] \MP XddQY�cXOYNM

µ̃
PO e

µ
(

(ai,j)i,j , (bi,j)i,j , (mi)i)
)

=
(

(

µ̃((ai, j)j)
)

i
, (bi,j)i,j , (mi)i)

)

.

¡X]T Y QPS T N\bPT PMOS a YQ PM P  YSOP VPS dX]OYc\QYP]S a QPS T N\bPT PMOS n=no A?C>BDAJ � YQS SNMO cX]XcOZ]YSZS
dX] QX VNMMZP VP

i, i′ ∈ I
PO VP

a ∈ O
PO bZ]Y^PMO e d N\] ON\O X�PMO

A
a
outk,j(A)

M RPSO dXS T NVY^Z SY
k /∈ {i, i′}

PO a SYMNM a QP T N\bPT PMO Q\Y Xh N\OP i]PSd K ]PO]XMc¢Pj a
SY

k = i i]PSd K k = i′j K £POOP VZ^MYOYNM a
QX d]NdNSYOYNM d]ZcZVPMOP a QX d]Nd]YZOZ

2)
VPS T N\bPT PMOS icNMSP]bXOYNM j PO QP WXYO [\P a VXMS \M X�PMO

VNMMZ a YQ M R¤ X [\ R\M MNT U]P ^MY VP U N�OPS V RZT YSSYNM MNM M\QQPS cNMV\YSPMO ¥ QX d]Nd NSYOYNM e
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§ ¨©ª ©«¬­¬©® ¯ °±²³ ´±²´ µ ±²¶·µ ·¸´
µ

·´ ´±²´ ¹º·¸´
A » ¼½ ·¾ ¼¿´· ²¸· ¿²¼´· À ÁÂÃ

(µ1, . . . , µn) Ä· µ ±²¶·Å
µ ·¸´¿ Æ½Æµ ·¸´¹¼³·¿ ¶Æ³¼Ç¹¸´ È

µ(A) = µn ◦ · · · ◦ µ1(A) É
Ê ¯Ë ¯Ë Ì®­Í¨ÎÏ­¬©®

Ð¸· ÑÒÓ ÔÃ Õ ÖÂÁ ×ÃÑØÙ×ÂÚÁ ·¿´ ²¸· ¹ÛÛ½¼Ü¹´¼±¸
ϕ : A −→ A Ý²¼ ¶Æ³¼Ç· È

Þß
ϕ

¸· µ ±Ä¼Ç· Û¹¿ ½·¿ à ±á´·¿ Ä âÆµ ¼¿¿¼±¸ ¸¼ ½·¿ µ Æµ ±¼³·¿ È
out ◦ ϕ = out

·´
mem ◦ ϕ = mem ã

Ëß ²¸ Û³±Ü·¿¿² ¿ Ý²¼ ¸ â·¿´ Û¹¿ Û³Æ¿·¸´ Ä¹¸¿ ²¸ ·¿Û¹Ü· Ä â¼¸´·³¹Ü´¼±¸ Ä±¸¸Æ ¸· ³·ä±¼´ ³¼·¸ Ä¹¸¿ Ü·´ ·¿Û¹Ü· È
∀A ∈ A, ∀i ∈ I, ∀j ∈ J, outi,jA = 0 ⇒ ini,jϕ(A) = ini,jA ã

å ß ½¹ à±á´· Ä· ³ÆÜ·Û´¼±¸ Øæ ÑÒç ÂÁ×ÃÑØÙ×ÂÚÁ Ä â²¸ Û³± Ü·¿¿²¿ Ä±¸¸Æ Ä¹¸¿ ²¸ ·¿Û¹Ü· Ä â¼¸´·³¹Ü´¼±¸ Ç¾Æ ¸·
ÄÆÛ ·¸Ä Ý²· Ä· ¿¹ ¶¹½·²³ ØèØÁ× ÂÁ×ÃÑØÙ×ÂÚÁ ·´ Ä·¿ à±á´·¿ Ä âÆµ ¼¿¿¼±¸ Ä·¿ Û³± Ü·¿¿²¿ Ä¹¸¿ ½· µ éµ ·
·¿Û¹Ü· Ä â¼¸´·³¹Ü´¼±¸ È

∀i ∈ I, ∀j ∈ J, ini,j ◦ ϕ = ini,j ◦ ϕ ◦
(

(outk,j)j∈J , ini,j

)

.

ê¸ ¹ ¹½±³¿ ½¹ Ä·¿Ü³¼Û´¼±¸ ¿²¼¶¹¸´· È
§ ¨©ª ©«¬­¬©® ¯ Ð¸· ¼¸´·³¹Ü´¼±¸

ϕ
·¿´ ·¸´¼ë³·µ ·¸´ ÄÆ´·³µ ¼¸Æ· Û¹³ ²¸· ì¹µ ¼½½· Ä â¹ÛÛ½¼Ü¹´¼±¸¿

(ϕi,j : O(I) ×O −→ O)i,j Ä· ½¹ µ ¹¸¼ë³· ¿²¼¶¹¸´· È

ϕ
(

(ai,j)i,j , (bi,j)i,j , (mi)i

)

=
(

(ai,j)i,j ,
(

ϕi,j((ak,j)k, bi,j)
)

i,j
, mi

)

.

í · Û½²¿ » Û±²³ ´±²´ ¹º·¸´
A ∈ A » ¼½ ·¾ ¼¿´· Ä·¿ ¿±²¿Å·¸¿·µà½·¿ À ÁÂç

I0 ⊆ I
·´

J0 ⊆ J
´·½¿ Ý²·

ϕ(A) ¿·
Ü¹½Ü²½· Û¹³ ¹ÛÛ½¼Ü¹´¼±¸ ¿²ÜÜ·¿¿¼¶· Ä·¿ ϕi,j

Û ±²³
i ∈ I0

·´
j ∈ J0 » ·´ Ü· Ä¹¸¿ ¸ â¼µ Û±³´· Ý²·½ ±³Ä³· É

Ê ¯Ë ¯å î ÎïÏðï
Ð¸· ÑÒÓ ÔÃ ÕÃ ÙØÔÙñÔ ·¿´ ²¸· ¹ÛÛ½¼Ü¹´¼±¸

γ : A −→ A Ý²¼ ¶Æ³¼Ç· È
Þß ¿¼ ²¸ Û³± Ü·¿¿²¿ ·¿´ µ ± Ä¼ÇÆ Û¹³ ½· Ü¹½Ü²½ ò²¸· Ä· ¿·¿ à ±á´·¿ Ä âÆµ ¼¿¿¼±¸ ±² ¿¹ µ Æµ ±¼³·ó » ¿·¿ à ±á´·¿ Ä·

³ÆÜ·Û´¼±¸ ¿±¸´ ³·µ ¼¿·¿ ô 0
È

∀A ∈ A, ∀i ∈ I,
(

∃j ∈ J, outi,jγ(A) 6= outi,jA
±²

memiγ(A) 6= memiA
)

⇒ (ini,jγ(A))j = 0 ã
Ëß ½·¿ ¶¹½·²³¿ Ä·¿ à ±á´·¿ Ä âÆµ ¼¿¿¼±¸ ·´ Ä· ½¹ µ Æµ ±¼³· Øæ ÑÒç ÙØÔÙñÔ Ä â²¸ Û³± Ü·¿¿²¿ Ä±¸¸Æ ¸· ÄÆÛ·¸Ä·¸´

Ý²· Ä·¿ ¶¹½·²³¿ Ä·¿ à±á´·¿ Ä âÆµ ¼¿¿¼±¸ » Ä· ³ÆÜ·Û´¼±¸ ·´ Ä· ½¹ µ Æµ ±¼³· ØèØÁ× ÙØÔÙñÔ Ä· Ü· Û³± Ü·¿¿²¿ È

∀i ∈ I,







(outi,j)j ◦ γ = (outi,j)j ◦ γ ◦
(

(outi,j)j × (outi,j)j × memi

)

memi ◦ γ = memi ◦ γ ◦
(

(outi,j)j × (outi,j)j × memi

)

ê¸ ¹ ½¹ Ü¹³¹Ü´Æ³¼¿¹´¼±¸ ¿²¼¶¹¸´· È

õ
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γ ��� ����	
�� ��� �
��
� ��
 ��
 �� ��� ���� � �������������

(

γi : O(J) ×O(J) × Li −→ O(J) ×O(J) × Li

)

i �

�� ��� �
γ
(

(ai,j)i,j , (bi,j)i,j , (mi)i

)

=
(

γi

(

(ai,j)j , (bi,j)j , mi

)

)

,

���� � ����� ��������� �����
� �����
� � ��� γi ��� � ��������
 �� ���
� �� �����	� � ���������� ���� ������
�� 

������� � ��� �� ��� � �� ���� � ���
 �� ����� A ∈ A ��
 � �� �� ���� �� �������������  !" I0 ⊆ I ��� ���
γ(A) �� ������� ��
 ����������� ���������� ��� γi # A

�
i ∈ I0

� �� �� ���� � �����
�� ���� �
�
� �
$ %& '()*+(*), -,

MIC
∗

ÿ�� ./012/103 43 MIC∗ ��� �� ����
� � ��� �
���� ��
���� O ���5 ��� � �����
������ � � � ���������� I ��
J ���� �
������ � �� ��� ������� � �����
������ � � � ��� ������� �� ������ ���� � � �����
������� �� �� ����� �� ��
� ��� ������������� E �� � ��������� ��� 
��������� ������ ��� � � �����#���
� �� � ��������� ��� ������������
��������� ��� ������ ���� � ����
������� �� ������� ����
� �

6��� ������ ���
 ���� �������� ��
� ��� �� MIC∗ � �� �
�� ��
 �
�
�� ��� �
�������
� ���������
���
� ��������� ��� ��� ��� ���
�� ���� ������ �7������� ��� β�

�������� �� λ���
� ��� �� �� ������ ���
�
� ������ 
�8������� ��� ��� � ���� ������ ����
���� ��� �
� ������ �� π�������� �

9:;< ù =; > þ ?�� � �� ��� O = 0 ��� �
���� �
������ � I = {1, . . . , n}
�
J = {∗} �� � ���
 ���� i ∈ {1, . . . , n}

�
Li = Λ

∐

{0}
���� Λ

� ��������� ��� λ���
� �� ������ α������
���� � ÿ� ����� ��� ���� ��������
 �� n
�
� ������ ��� ����� �@��� ��� 0 ���� ������ ���
� ������ �� 

������� �� � �
� ������ �� ��

λ���
� � �8����
���� ���
 � 
���
� � A�� ��� �� � ����� ���� �� ����
������ ������


� ���� � ��������
 ��
 A � B� �� ����� ��
������ ���
 �8���� �
� ������ � ��� �7����� ��� β�
�������� �� ��
� � �� � 
���
� � �� ������� �� ��
��
���C3D /E F./GF1/30E F./� H��� � � ��������� E ��� 
��������� ��� ��������
 �� ������ ��� ������������ ���������
�� ��� ������� � I� �� ��� �� ����� A

� ������ ��� 
��������� ��������� ���� �����
��
 ��
� Â
�@��� ��

� 
���
� ��� ��
� �� β���
����� ��� λ���
� �� �� �
��
� �
9:;< ù =; J þ I��� N �� �������� �
����
���� �� ��������� ��� !FE. �� π�������� � B� ���� O �� Z/2Z��
���� ��
���� ���
� ������

 ��
 N � I����� I = N �� J = N � H��� � ���
 ���� i

� �� �
���� Li

������ ��������� ��� ��
� �� �
�
��� ��
 �� �
�����
� �������� �
P ∈ Li ::= 0

∣

∣x̄y.P
∣

∣x(y).P
���� x, y ∈ N .

B� ������	
� ����� ������ ��� � ��������
 � ����� ����
������� � ��� ������ ��� ϕx
i,i′ ���
 x ∈ N ��

i 6= i′ ∈ I
� �
���� ��
 � ϕx

i,i′(ak,z) ��� x �� ini,z �� −x �� ini′,z �� ai,z = −y �� ai′,z = x
� �� �8����


��� ����� � �� �� �8���� 
��� ��� ���
�� ������ �� 

������� � K��
 ��� ������� � �� ������	
� ��� γi

���
�������� ((xy), (−xy), P ) ��
 (0, 0, P )

�
((−xy), (x′

y), P ) ��
 (0, 0, P [x := x′])
�
(0, 0, ȳx.P ) ��
 ((xy), 0, P )

�� (0, 0, y(x).P ) ��
 ((−xy), 0, P ) ��� �� �8������ 
��� ������ � B� � ������
 ��� ����������� (xy) ��� ��
������
 �� ��������� ��� ��� 0 ���� �� x �� y �� P [x := x′] ��� �� ������������ ���� �����
� �� ��
������� x ��
 x′ ���� P � H��� � ��� ������ 
��������� ������


�� ���� ��� ������
�� � ������������� �� �� ��
� �
γi ◦ γi ◦ γi′ ◦ γi′ ◦ ϕx

i,i′ �
B� ������	
� # �

���� �� ������������� Π0 ��� π���
� �� �
��� �� �� � ���	
� �� ������ �

P ∈ Π0 ::= 0
∣

∣x̄y.P
∣

∣x(y).P
∣

∣P |Q
���� x, y ∈ N .

A� �
�� �	
� ����
������ ��� � �� ���� L���
�
���
 L ���� P ∈ Π0
� � �����#���
� � �
�
�
� ����� P1| . . . |Pk �M�8���� Pl

�� �������� ��� ��� ��
� �� �� Li � B� � �� ��� � �
�����
 P = P1| . . . |Pk ���� ��� 
���������� ��

N



OPQRPSTUQ UVT OWXYYZ[\U UV π]OXWO\W ^ _XS U`UQRWU a
x̄y.(P |Q) ≡ x̄y.z(t).z(t).0

∣

∣z̄t.P
∣

∣z̄t.Q

Pb WUY cXSZXdWUY z UT t YPVT OePZYZUY f \gZOZU\ YUQUVT YUWPV WU OPVTU`TU hZW VU iX\T RXY [\ jUWWUY YPZUVT \TZWZYkUY
XZWWU\SYl ^ mV cX XWPSY TSXg\ZSU OeX[\U Pl

OPQQU ((xy), 0, Q) YZ Pl = ȳx.Q UT OPQQU ((−xy), 0, Q) YZ
Pl = y(x).Q ^ mV VPTU [P ] W jXnUVT gU MIC∗ XZVYZ PdTUV\ o RXSTZS gU P ∈ Π0

^ p WPSY q TP\TUY WUY kcPW\TZPVY
RPYYZdWUY gU [P ] QrVUVT o gUY iPSQ UY VPSQ XWUY q [\Z YPVT WUY [P̂p]

Pb P̂p
RXSOP\ST W jUV YUQdWU gUY iPSQ UY

VPSQ XWUY gU P RP\S WX Skg\OTZPV g\ π]OXWO\W ^
s ts u vw∗ uxyz{|}~

p�V gU RSkYUVTUS WX YTS\OT\SU iPSQUWWU q \VU SURSkYUVTXTZPV Q XTSZOZUWWU RW\ Y ZVT\ ZTZcU X kTk gkcUWPRRkU ^�UTTU SURSkYUVTXTZPV UYT iXQ ZWZrSU X\` ZViPSQ XTZOZUV Y UT gPVVU \VU kOSZT\SU YRXTZXWU RW\ Y XOOUYYZdWU [\U
gUY iPSQ\WUY XWnkdSZ[\UY WZVkXZSUY ^�eX[\U TUSQ U � ��∗ UYT SURSkYUVTk RXS WUY Q XTSZOUY Y\ZcXVTUY a
� XTSZOU gUY kQ ZYYZPVY a �UY WZnVUY gU OUTTU Q XTSZOU SURSkYUVTUVT WUY XnUVTY hRSP OUYYUYl Ai ∈ I UT WUY

OPWPVVUY SURSkYUVTUVT WUY UYRXOUY g jZVTUSXOTZPV Sj ∈ J ^ �UY kWkQ UVTY gU WX Q XTSZOU o(i,j) ∈ O SURSk]YUVTUVT WX dPZTU g jkQ ZYYZPV gU W jXnUVT Ai
gXVY W jUYRXOU g jZVTUSXOTZPV Sj

q q O�UYT]o]gZSU YX SURSkYUV]TXTZPV gXVY OUT UYRXOU ^
� XTSZOU gUY R USOURTZPVY a �UY WZnVUY gU OUTTU Q XTSZOU SURSkYUVTUVT WUY XnUVTY Ai ∈ I UT WUY OPWPVVUY

SURSkYUVTUVT WUY UYRXOUY g jZVTUSXOTZPV Sj ∈ J ^ �UY kWkQUVTY gU WX Q XTSZOU o(i,j) ∈ O SURSkYUVTUVT WX
dPZTU gU SkOURTZPV g�\V XnUVT Ai

q O�UYT]o]gZSU YUY R USOURTZPVY gXVY W jUYRXOU g jZVTUSXOTZPV Sj
^

�UOTU\S gUY QkQPZSUY a �UY XnUVTY Ai ∈ I SURSkYUVTUVT WUY WZnVUY gU OU cUOTU\S ^ �V kWkQ UVT mi
g\ cUOTU\S

SURSkYUVTU WX Q kQPZSU ZVTUSVU gU W jXnUVT X\ YUVY gU �\SZVn ��\S��� ^ �PSQ ZY W jU` ZYTUVOU q X\O\VU X\TSU
e�RPTerYU V jUYT iPSQ\WkU Y\S OUT kWkQUVT ^

� �� � � � � �� �� ���� ���� �� ����� ���¡ ���¢

1 S T V
A a b c 0
B d 0 e 0
C f 0 0 g
D h 0 0 0

£¤¥ � � � �XTSZOU gUY SURSkYUVTXTZPVY gU WX �n\SU �^
_XS U`UQRWU q WX Q XTSZOU gUY SURSkYUVTXTZPVY gU WX TXdWU � QPgkWZYU WX YZT\XTZPV gkOSZTU gXVY WX �n\SU �^¦\XVg \V XnUVT UYT RSkYUVT gXVY \V UYRXOU g jZVTUSXOTZPV q YX SURSkYUVTXTZPV gZ§rSU g\ 0 ^ p ZVYZ q WX cXWU\S

0 TSXg\ZT W�XdYUVOU g�\V XnUVT gXVY \V UYRXOU g�ZVTUSXOTZPV ^

¨
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