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ABSTRACT

In a time series {X;,t > 1}, X; is said to be an upper record if X; > max{Xl,...,Xj,l}.
Some popular models for records are the Yang-Nevzorov and the Linear Drift models. In
this note, we introduce for these models the joint likelihood of the record sequence and
the indicators of their occurrence. This likelihood can then be used to obtain estimators of
the unknown parameters in the models. It can also be used to derive inferential procedures
associated with the selection of a proper model for such data.
© 2017 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Introduction

Dans une série chronologique {X;,t > 1}, une observation X; est un record (supérieur) au temps j si sa valeur est
supérieure a toutes les valeurs précédentes, c’est-a-dire si X; > max{X,..., Xj_1}. Dans cette note, nous considérons les
records supérieurs, mais les records inférieurs peuvent étre définis de maniére similaire, par exemple en multipliant les
séries chronologiques par « —1». L'intérét des records apparait quand ils sont les seules données facilement accessibles dans
une série chronologique, comme, par exemple, les records dans les manifestations sportives ou les crues de cours d’eau.
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Considérons la suite des valeurs de records {R,,n > 1}, la suite des indices d’occurrence des records {L,,n > 1}, ol L, est
I'indice d’occurrence du n-iéme record de valeur R, = Xj,. La suite {&,¢ > 1} contient les indicatrices de records : §; =1,
te{ly,n>1} et 8§ =0, t ¢ {L,, n>1}. En pratique, seuls les records de la série chronologique sont jusqu'a l'instant T
qui désigne le temps présent, de sorte que les données disponibles a I'analyse statistique sont les couples {(Ry, L;),n =
1,...,Nt}, ot N7 est le nombre de records dans {X;,t=1,...,T}, considéré non aléatoire. Cette information limitée a
un cofit : on ne pourra apporter de réponses statistiques a de nombreuses questions concernant le comportement de la
série chronologique {X;,t > 1}, 4 moins de disposer d’information externe. Mais plusieurs questions importantes, telles la
prédiction de la valeur Ry;4+1 du record suivant et son indice Ly; 41, sont amenables a I'analyse statistique.

Dans de telles analyses, il est souvent plausible de supposer que les X; sont indépendants. En revanche, il n’est pas
raisonnable de supposer qu'ils sont identiquement distribuées. Deux modéles utilisés pour ajuster un tel comportement
sont :

1) le modéle de Yang-Nevzorov,
Xe~F(; B>,

ol les pr (t >1) sont des constantes réelles > 1 et F(-; 8) est une fonction de répartition admettant pour densité
f(; B); ici, nous allons considérer le cas particulier initialement proposé par Yang [6], ol oy =y et ol y > 1 et 8
sont des parameétres a estimer ;

2) le modéle & dérive linéaire (LDM) :

Xe=Y +0t,

ol {Y, t > 1} est une suite de va iid de fonction de répartition F(-; 8) et de densité f(-;8); ici & > 0 et B sont des
paramétres a déterminer.

Notons que Hoayek et al. [2] ont montré que, si F(-; 8) est la loi de Gumbel G(u, 1), les modéles LDM et Yang coincident.

Dans le cas ot seule la suite {§,t=1,...,T} est considérée et oli B est connu, Hoayek et al. [2] ont développé des
méthodes pour estimer les paramétres y ou 6 en utilisant la vraisemblance de ces §; et ont obtenu le comportement
asymptotique de ces estimateurs. Ils ont déduit de cette vraisemblance quelques procédures d’inférence, dont un test d’adé-
quation du modéle de Yang-Nevzorov. Mais I'information dans cette suite est limitée, de sorte que la portée de I'inférence
qui en découle reste grossiére. En particulier, si le paramétre S8 est inconnu, il est passé inapercu jusqu'a ce jour que cer-
taines composantes de ce vecteur ne peuvent étre estimées a partir de la vraisemblance des §;, car celle-ci ne fait pas
intervenir ces composantes de facon exploitable. Un exemple de ce phénoméne est le cas LDM, oit F(-; B) est la loi de
Gumbel G(u, A). Dans ce cas, le paramétre p n’est pas estimable, car il n’entre pas dans I'expression de la vraisemblance
des &, alors que le paramétre A n’est pas identifiable, car il apparait dans la vraisemblance sous la forme ex.

Dot I'importance de considérer le cas, souvent rencontré en pratique, ot I'information plus riche contenue dans
{(Rn,Lp),n=1,..., Nt} est disponible. Ceci ouvre la porte a I'estimation du parameétre 8 et a des procédures d'inférence
plus complétes, précises et efficaces. Cependant, pour y arriver, il faut développer la vraisemblance associée aux données
{(Rn,Lp),n=1,...,Nt}. Le but de ce travail est de construire cette fonction de vraisemblance et de montrer quelques-unes
de ses utilisations, notamment concernant I'estimation de 8 et I'ajustement de ce type de modéle.

La note est organisée comme suit. Dans la Section 2, nous construisons les fonctions de vraisemblance des modeéles
de Yang et LDM basées sur {(R,, L,),n=1,..., N7}. Dans la Section 3, nous discutons des estimateurs des paramétres des
différents modéles qui découlent de la maximisation de ces fonctions et nous présentons quelques éléments concernant
le comportement asymptotique de ces estimateurs. Nous présentons aussi quelques applications possibles de ces résultats,
notamment des méthodes de sélection de modéle et de tests d’adéquation permettant de vérifier la conformité du choix du
modéle sous-jacent. Une conclusion décrivant quelques pistes de recherche futures clot le travail.

2. Estimation basée sur les couples (R,, L)

Nous considérons d’abord le probléme de I'estimation des paramétres y et 8 = (81, ..., fr) pour un modeéle de Yang-
Nevzorov de la forme X; ~ F (-; B)* avec p; = y*. Dans ce but, nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 1. Soit {X;,t =1, ..., T} une série chronologique obéissant au modéle de Yang-Nevzorov. La vraisemblance basée sur les va-
leurs observées {(x;,,l),n =1, ..., Nt} des couples {(R, = X, Lp),n=1, ..., Nr}, notée L (y; ) =L <l1,x1] s INT,x,NT 3V ,8),
est de la forme :

Nt Nr—1

£(V§ﬁ)=yzg=rll”H(f(x:n;ﬂ)F(xln;ﬁ)yln_l) I1 (F(x:n;ﬂ)iy = ) 1)

n=1 n=1
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Démonstration. De par la définition des (Rp, L), on a :

E(V;ﬂ)=£(L1 =1,Ri=x1,La=Db,Ra=x;,,...,Ln; =In;, Rn; =X1NT;)/,/3)- (2.2)

On peut ensuite remarquer que la suite des couples {(R,, Ly),n=1,..., N7} forme une chaine de Markov homogéne, de
probabilité de transition :

41 -1 ¢
P[Los1 =lt1, Rayt > Xippy | Ln =ho, Rn =%, ] = (1 —F (%13 8)” ) X F (x,; p)Zecns 7' (23)
Une idée de la preuve est :
P[Lnt1 =Ilnt1. Rop1 > Xy | Lo =ln, Ru=x;,, ..., Li =11, Ry =x, | =
! ln+1—1 ¢
n+1
P[Xp1 <Xy Xy o1 <, X1y > X4, ] = (1 ~ F (%13 )" ) < [T Flu:p)".
t=lp+1
Par ailleurs,
P[Lnt1 =lns1, Rag1 > Xipy | Ln =ln, Ro =X, | = P [ X1 < Xipo -2 Xiypr—1 < Xis Xiopy > Xipn | »
Iny1—1
yln+1 yt
={1-F (.13 8) < [T Flu:p)".
t=lp+1

La coincidence de ces deux expressions montre que I'information utile pour la prédiction du futur est contenue dans I'état
présent du processus {(Rp, L,),n > 1}. Et simplifiant la derniére expression on obtient (2.3). Maintenant, en derivant les
deux membres de I'Eq. (2.3) par rapport a x;,.,, on peut en déduire la densité de la loi conditionnelle de (Lpy1;Rny1)
sachant (L, ;Ry) :
Int1_1 It1-1 ¢
Fllnst =hst, Rup1 =%, | Lo =ln, Ra =%, ] = ¥ x f (X4,,15 B) x F (%4,,,5 8)” X F (x,: ) et 7
(2.4)

qui permet d’écrire, par conditionnements successifs, la vraisemblance (2.1). O

Remarque 2. Le résultat du Théoréme 1 porte sur le cas out Ly, = T. Il pourrait y avoir des situations ot Ly, < T, auquel
cas les observations non records entre Ly, et T contiennent aussi de I'information sur 8 et y. La vraisemblance complétée

(par cette information) des données serait alors I'Eq. (2.1) multipliée par :
Ing 1 T

Y
P Xy 1 <Xy X1 <20y, | =F (% 8) 25)

Remarque 3. Kukush et al. [3] donnent la log-vraisemblance de toute la série chronologique {X;,t > 1} dans le cas d'un
modéle de Yang-Nevzorov de la forme X; ~ F (-; )" avec p = ¥! et quand la loi sous-jacente est la loi de Fréchet F (x; ) =
exp (— (Ax)_"‘), avec B =(A,a) et ot A>0 et o > 0. Cette log-vraisemblance est :

T
2 flogy - ;yt(/\xt)_"‘. (2.6)

T
T(T+1
log X (y;A;oz):Tlog(aA‘“)—(a+1)Zlogxk+ T+

Il est intéressant de comparer leur log-vraisemblance, basée sur des données complétes, avec celle obtenue en utilisant les
Egs. (2.1) et (2.5), qui utilisent I'information incompléte venant des records. En injectant dans ces équations cette loi de
Fréchet, on obtient la log-vraisemblance :

Nt Nt

log L (y; A;) = Nrlog (@A™) — (@ + 1) Zlogxln + (Zln> logy
n=1 n=1

Nr-1 T+1

I 1 )
ym—yrt! —« YNy —
- () - =l (axy,) (2.7)
n=1

14 1-y

On peut remarquer la proximité des trois premiers termes de ces deux log-vraisemblances, qui sont essentiellement les
mémes fonctions des données disponibles dans les deux scénarios. Elles différent par leurs derniers termes. Mais lorsque
In41 =1, + 1 pour tout n (toutes les données sont des records), les derniers termes aussi coincident.
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Théoréme 4. Soit {X;,t =1, ..., T} une série chronologique obéissant au modéle LDM. La vraisemblance basée sur les valeurs observées
{(x,,ln),n=1, ..., N7} des couples {(R, = Xp,,, Ln),n=1, ..., Ny} est de la forme :

-1

LO:p)=f(x, —0li: B) x f(x, =0l B) x | ] Fxy, —08:8) | x...

t=l1+1
Iny—1
x f (=0 B) < [ T F (. —068) ], (2.8)
t=INy—1+1
ot 6 > 0 est le drift et 8 = (B1,..., Bk) le vecteur des paramétres de la distribution sous-jacente d'un modéle LDM de la forme

Xe=Y+0t.

Démonstration. On montre ce théoréme en suivant de prés la preuve du Théoréme 1 et en utilisant le résultat de Borovkov
[1], auquel nous renvoyons pour les détails, qui montre que, dans le cas LDM, la suite des couples {(Ry, L;),n > 1} forme
aussi une chaine de Markov homogéne, de probabilité de transition :

ln-ﬁ—l—1
P(Lnst =lg1, Ragr > Xy | Lo =l Ro=%,] = (1= F (x,,, —=0la1)) x [ F(x,—6t). O
t=lp+1

Remarque 5. Le résultat du Théoréme 4 porte aussi sur le cas ot Ly, = T. Ainsi, comme dans le cas d'un modeéle de
Yang, il pourrait y avoir des situations ol Ly, < T, auquel cas les observations non records entre Ly, et T contiennent
de I'information sur 8 et . Comme les données sont indépendantes, la vraisemblance complétée des données serait alors
I'Eq. (2.8) multipliée par :

T

P[XINT’H <Xy X1 < XlNT] = 1_[ F (XINT — 9t> .
t:lNT-H

Remarque 6. Notons aussi qu'en considérant la vraisemblance complétée (par ce dernier terme) d’'un modéle LDM, on re-
trouve la vraisemblance que Smith [5] avait posée intuitivement en établissant une similitude entre une suite de records
générée selon un modele LDM et une suite de données censurées. Cette intuition est donc validée dans ce cas particulier.

3. Applications

En exploitant le Théoréeme 1 (resp. 4) on peut estimer, en maximisant la log-vraisemblance, le paramétre 8 de la dis-
tribution sous-jacente F(x; 8) en plus du paramétre y (resp. 0) du modéle de Yang (resp. LDM), ce qui était impossible
en utilisant uniquement les indicatrices de records (voir [2]). On notera B et y (resp. 6) les estimateurs correspondants.

A —1 a1
i A o 3210g£(y,f3) dzlog/;(y,ﬂ
Par ailleurs, un développement de Taylor montre que les quantitées — — et —\ —zpop— sont des

approximations des variances de y et de ﬁ Ainsi, en supposant la normalité asymptotique on a, pour un modéle de Yang,
V=V

_(PlogLy:p\ 7!
dy?

et I'équivalent en version multidimensionnelle pour B. On peut ainsi obtenir des intervalles de confiance pour y et des
régions de confiance pour 8, de niveau approximatif 1 — «. Des résultats similaires tiennent pour 0 et /3 dans le cas LDM.
En utilisant les résultats de la Section 2, nous pouvons aussi résoudre le probléme lié a la sélection d’'un bon modéle
parmi une famille de modéles My : X; ~ Fy(x; ,Bk)}’[ (k=0,...,K) avec (y, Bx) inconnus, et ol By est le vecteur de para-
métres de F de dimension py. Il suffit de maximiser (en k) une version pénalisée de la log-vraisemblance du modeéle M,

~N(@©,1),

par exemple 2log L ()7; [§k> — 2(pr + 1) si on considére le critére AIC. Il est possible de faire de méme pour une famille

de modéles LDM, et méme de combiner dans la famille considérée des modéles de Yang et LDM. Par ailleurs, les modéles
de Yang avec or = y¢, ou LDM avec dérive At, sont trés simples. Smith [5] a considéré des modéles LDM avec des dérives
plus complexes, de la forme 61t + 02t + .... Il est aussi possible d'imaginer des modéles de Yang comportant plusieurs
parametres. En adaptant les log-vraisemblances, on peut faire de la sélection dans ces familles plus détaillées de modéles
LDM et de Yang.
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Les méthodes de sélection de modeéles décrites plus haut ne fournissent pas toujours une réponse adéquate. Par exemple,
considérons le cas ou la famille comporte les deux modéles Mg : X; ~ Fo(x; ﬂo)V[ et M1 : X¢~ Fi(x; ;81)7’[. Il est alors
naturel de considérer le cadre de travail du test des hypothéses : Hp : «le modéle est Mg » contre Hy = «le modéle est M1 »,
ce qui offre I'avantage, dans un contexte de prise de décision, de contrdler les risques d’erreur de types I et II. Une statistique

de test est celle du rapport des log-vraisemblances maximales : A = log £ ()71; ﬁ%) —log Ly ()70; /%). Cependant, ici Hy et

Hi ne sont pas nécessairement emboitées et le comportement de A n'obéit pas i la loi x2 asymptotique du théoréme
de Wilks (déja, A peut prendre des valeurs négatives). Ce probléme, connu dans la littérature sous le nom de non-nested
hypothesis, peut étre partiellement résolu en appliquant la méthode du bootstrap paramétrique pour obtenir une région
critique approximative. Pour préciser cette région critique, une suite de données bootstrap indépendantes {X},1 <t <T} est

L A\ 7 . o )
d’abord générée ~ Fg <4; ,30) ® La suite des records et indicatrices des records {(R,’;, LH.n=1,.., NT} est extraite, et les

quantités (y;, 36‘) et (py, ﬁf) sont calculées et injectées dans la statistique de test A*. En répétant un grand nombre de fois,
on obtient les quantiles approchés de la loi bootstrap des A*, desquels on obtient une région critique de niveau approximatif
«. Voir [4] pour davantage de détails.

4. Conclusion

L'obtention d’'une vraisemblance plus compléte, basée sur les valeurs et les indices des records, permet plusieurs avancées
dans I'analyse statistique de séries de records. La Section 3 décrit quelques-unes des avancées qui sont a portée de main.

Pour aller plus loin, des recherches complémentaires sont nécessaires. Signalons en particulier le probléme de la maxi-
misation numérique des vraisemblances de la Section 2. Une piste est I'utilisation des estimateurs plus simples, mais moins
efficaces, de Hoayek et al. [2] comme point de départ d’'un algorithme de maximisation. Dans le cas ot 8 est connu, ceci
meéne au développement d’estimateurs de type one step. Ce type d’estimateur est beaucoup plus facile a calculer, et ses
propriétés asymptotiques sont typiquement comparables a celles de I'estimateur de vraisemblance maximale.

Une autre perspective concerne les tests d’adéquation de paires de modéles emboités et non emboités. En particulier,
pour des hypothéses non emboitées, plusieurs méthodes basées sur la vraisemblance de données iid ont été développées
(voir [4] pour un panorama récent). Il serait intéressant de voir comment ces différentes approches s’adaptent au cas de
records et se comparent a I'approche simple décrite a la Section 3. Notons que ce probléme est important en analyse des
records, car, ces derniers pouvant étre vus comme étant des extrémes de valeurs extrémes, il est naturel de considérer que
les choix possibles pour F(x; 8) peuvent se limiter a I'une ou l'autre des trois lois asymptotiques de valeurs extrémes, soit
la loi de Gumbel, de Fréchet ou de Weibull.
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